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定域规范场论的数学原理 

 

代顺治 

物理与空间科学学院物理学专业 2016 级  指导教师：王旭东 

 

摘  要：本文利用微分几何的方法研究了规范场论的数学原理.全文分为四章：第

一章我们回顾了规范理论的历史；第二章我们对平凡主丛的张量运算法则及

Cartan-Killing 型做了简要的介绍；第三章我们描述了平凡主丛上的联络、曲率，

给出了 Yang-Mills 作用量的一些性质，并利用 Hodge 对偶给出了 Yang-Mills 作

用量的整体内积形式，最后我们用最小作用量原理得到了 Yang-Mills 作用量满足

的 Euler-Lagrange 方程；第四章我们对全文进行了总结，并给出了一些展望。 

关键词：规范场论；Yang-Mills 理论；微分几何；平凡主丛 
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Mathematical Principles of Local Gauge Field Theory 

 

Shunzhi. Dai 

Department of Physics Grade 2016  Instructor: Xudong. Wang 

 

Abstract: In this paper, we had studied the mathematical principle of gauge field theory  

by means of differential geometry. This paper is divided into four chapters: In chapter 

1, we reviewed the histories of gauge field theory; in chapter 2, we briefly introduce 

the tensor algorithm and Cartan-Killing form of trivial principal bundle; In chapter 3, 

we described the connection and curvature on the Principal bundle, and discussed the 

some properties of the Yang-Mills action, and give the integral inner product type of 

the yang-mills action by using Hodge dual，and finally, we obtain the euler-lagrange 

equation that the yang-mills action satisfies by using the minimum action principle;  

In the chapter 4, we summarize the whole paper and give some prospects. 

Key words: Gauge Field Theory; Yang-Mills Theory; Differential Geometry; Principal 

Bundle 
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第一章 引言 
 

 自二十世纪以来，基础物理学得到了深远的发展，彻底改变了人类对自然规

律的认知。在这些变革之中，最为重要的就是广义相对论与量子场论，但这二者

之间至今仍存有不可调和的疑难，是目前的研究热点。 

1915 年，Einstein 率先发表了广义相对论，这一理论将时间与空间统一成一

个有机的整体，并描述了物质场与时空几何结构的相互作用。1918 年至 1919 年

间，数学家 Hermann Weyl 受到 Einstein 的“电磁学几何化”思想的影响，接连发

表了数篇以“引力与电”为主题的文章[4]，这被视为规范理论的开端[7]。但随后

Einstein 批评了 Weyl 的想法，导致 Weyl 的理论被暂时搁置。此时量子物理也在

逐步发展，为了解决量子电动力学中高阶微扰的发散疑难，物理工作者们发明了

重正化。由于重正化的巨大成功，再加上实验发现了越来越多的新粒子，人们试

图推广场论或寻找场论的替代理论，以便描述粒子间的相互作用[11]。 

1922 年 Kaluza、Klein 等人将规范场作为度规在额外维的分量，创造了一个

五维的引力-电磁统一理论，现在被叫做 KK 理论。虽然 KK 理论取得了一定程

度上的成功，但这一五维理论的运动方程与四维情况不自洽，必须引入一个无法

解释物理意义的标量场以消除额外维的影响[2]。人们最终回过头来，将目光再次

放到 Weyl 的理论上，雪藏 10 年的规范理论重获生机。现在我们知道，Weyl 理

论只是一个 Abel 的规范理论。到了 1952 年，杨振宁、Mills 等人将 Weyl 的 Abel

规范理论推广到了 SU(2)非 Abel 情形。1972 年，Gell-Mann 等人又进一步推广到

SU(3)非 Abel 情形。1971 年至 1972 年间，Veltman 等人证明了规范理论可重正

化，表明了规范理论是一个自洽的量子理论[5,11]。逐步建立起来的粒子物理标准

模型得到高能物理实验的验证，也进一步巩固了规范理论的地位。 

规范理论的巨大成功使得理论物理工作者们尝试将 Einstein 引力理论纳入其

框架中，从而获得一个可重正化的量子引力理论。困境在于 Einstein 引力理论与

规范理论的基本场存在差异：前者的基本场是度规场，而后者是的基本场是规范

场，它们不处于同一地位；前者的作用量是 Einstein-Hilbert 作用量，后者的作用

量是 Yang-Mills 作用量，而前者不能被修改成后者的形式。各种困难使得所有尝

试举步维艰，但数学的发展或许给理论物理带来了一线生机。上世纪 70 年代左

右，由于陈省身等人的贡献，微分几何逐步发展壮大，形成了颇具规模的理论体

系。人们注意到规范场与微分几何中的纤维丛理论有关，规范场相当于平凡主丛

上的联络，而场强张量相当于平凡主丛上的曲率张量。Witten 等人对 Chern-

Simons 作用量的研究也加深了微分几何与理论物理的交融[6]。 

许多现代的量子场论教材都阐述了非 Abel 的规范场论，但大多数教材都使
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用了分量表述，过于依赖局部坐标系。本文用 “整体”的表述构造了规范场论的

基本框架，仅在必要时借助局部坐标系展开张量。这种表述使得多数公式没有繁

杂的指标，非常优雅。除此之外，本文还将通常的 4 维时空推广到了 n 维的一般

情况，这种普适性对我们讨论 3 维或额外维的规范理论有很大的帮助。 
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第二章 向量值张量场的内积 
 

 我们假定读者对微分几何以及 Lie 代数有一定的基础，所以不再过多叙述数

学上的细节。在正式讨论规范理论前，我们需要模仿广义相对论来构造规范理论

的几何框架。通过扩大广义相对论中某些数学工具的适用范围，我们就能得到适

用于规范理论的数学工具。这种特性使得我们在讨论规范理论时能很好的与广义

相对论比较异同。为了区分时空维数𝑛与 Lie 群维数𝑟，我们将采用两套不同的指

标体系：以希腊字母𝜇, 𝜈,⋯表示时空指标，以西文字母𝑎, 𝑏,⋯表示 Lie 群指标。

以后我们将默认使用 Einstein 求和约定，即相同指标表示求和。附录 A 给出了更

细致的符号约定。 

2.1 向量值的张量场 

在广义相对论中，我们使用的张量均为实值张量.这是说任意一个ሺ𝑝, 𝑞ሻ型张

量都能将𝑝个矢量与𝑞个对偶矢量映射成一个实数.我们扩大这一定义，从而得到

向量值的张量[9]. 

定义 2.1 设𝑉,𝑊是矢量空间，𝑉∗是𝑉的对偶空间，则称多重线性映射 

 
𝑆:𝑉 ൈ⋯ൈ 𝑉ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

个

ൈ 𝑉∗ ൈ ⋯ൈ 𝑉∗ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
个

→ 𝑊
 (2.1) 

是一个𝑊值ሺ𝑝, 𝑞ሻ型张量.  

与实值张量相同，任意一个𝑊值ሺ𝑝, 𝑞ሻ型张量也能借助矢量空间𝑉,𝑉∗的基底

൛𝑒ఓൟ, ሼ𝑒ఓሽ在局部坐标系中展开成分量形式 

 𝑆 ൌ 𝑆ఔభ⋯ఔ
ఓభ⋯ఓ𝑒ఓభ⨂⋯⨂𝑒ఓ⨂𝑒

ఔభ⨂⋯⨂𝑒ఔ , (2.2) 

其中分量𝑆ఔభ⋯ఔ
ఓభ⋯ఓ

是一个𝑊中的向量.以后，在不加声明的情况下，我们均令线性空

间𝑊是 Lie 代数的表示空间. 

设ሼ𝑇ሽ,𝑎 ൌ 1,⋯ , 𝑟是 Lie 代数𝔤的一组生成元，则(2.2)可展开为 

 𝑆 ൌ ሺ𝑆ሻఔభ⋯ఔ
ఓభ⋯ఓ𝑇𝑒ఓభ⨂⋯⨂𝑒ఓ⨂𝑒

ఔభ⨂⋯⨂𝑒ఔ , (2.3) 

其中ሺ𝑆ሻఔభ⋯ఔ
ఓభ⋯ఓ

是𝑆ఔభ⋯ఔ
ఓభ⋯ఓ

在基底ሼ𝑇ሽ下的分量.特殊的， 𝔤值ሺ0,0ሻ型张量就是𝔤的元

素. 

  在此基础上，我们便可以逐点定义流形上的𝔤值ሺ𝑝, 𝑞ሻ型张量，并将这些张量

空间“拼接”在一起，从而得到流形𝑀上的𝔤值ሺ𝑝, 𝑞ሻ型张量丛，取丛的截面得到𝔤值

ሺ𝑝, 𝑞ሻ型张量场.我们最常使用的𝔤值张量场便是 𝔤值外微分形式场，它作为一种全

反对称的ሺ0, 𝑞ሻ型张量场，仍然适用于上述规律，这里不再赘述.  

2.2 𝖌值张量场的内积 

 这一节我们将构造𝔤值张量场的内积，它由 Riemann 流形𝑀上的度量与 Lie 群

𝐺上的度量一同给出.与普通流形的内积不同，Lie 群的内积有更多的数学细节，

称为伴随不变内积.在给出伴随不变内积之前，我们先给出 Lie 代数伴随表示的
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定义[13]. 

 定义 2.2 设𝑉,𝑊是矢量空间，ሺ𝑉,∘ሻ, ሺ𝑊,∗ሻ是分别是𝑉,𝑊上的代数系统.若存在

映射𝜑:𝑉 → 𝑊，使得对任意𝑣ଵ, 𝑣ଶ ∈ 𝑉，满足𝜑ሺ𝑣ଵ ∘ 𝑣ଶሻ ൌ 𝜑ሺ𝑣ଵሻ ∗ 𝜑ሺ𝑣ଶሻ，则称𝜑

是𝑉到𝑊的同态，记为𝐸𝑛𝑑；若𝜑还是一一映射，则称为同构，记为𝐴𝑢𝑡. 

 定义 2.3 设𝐺是 Lie 群，𝔤是𝐺的 Lie 代数. 对于任意𝑔 ∈ 𝐺，构造映射 

𝐴𝑑: 𝔤 → 𝔤; 

𝑋 ↦ 𝐴𝑑𝑋 ൌ 𝑔𝑋𝑔ିଵ,∀𝑋 ∈ 𝔤, 

则𝐴𝑑可以诱导一个线性映射𝐴𝑑:𝐺 → 𝐴𝑢𝑡ሺ𝔤ሻ.我们指出，线性映射𝐴𝑑是𝐺到 

𝐴𝑢𝑡ሺ𝔤ሻ的同构. 

 证明 我们先证𝐴𝑑 ൌ 𝐴𝑑𝐴𝑑. 

𝐴𝑑𝑋 ൌ 𝑔ℎ𝑋ሺ𝑔ℎሻିଵ ൌ 𝑔ሺℎ𝑋ℎିଵሻ𝑔ିଵ ൌ 𝐴𝑑𝐴𝑑𝑋, 

于是就证明了𝐴𝑑 ൌ 𝐴𝑑𝐴𝑑 .而𝐴𝑑显然是一一的，这就证明了𝐴𝑑是𝐺到𝐴𝑢𝑡ሺ𝔤ሻ

的同构. 

∎ 

我们称𝐴𝑑是𝐺的伴随表示.将𝐴𝑑的微分记为𝑎𝑑，其定义如下. 

定义 2.4 设𝐺是 Lie 群，𝔤是𝐺的 Lie 代数.对于任意𝑋 ∈ 𝔤，构造映射 

 
𝑎𝑑: 𝔤 → 𝔤; 

𝑌 ↦ 𝑎𝑑𝑌 ൌ ሾ𝑋,𝑌ሿ,∀𝑌 ∈ 𝔤, 
(2.4) 

则𝑎𝑑可以诱导一个线性映射𝑎𝑑: 𝔤 → 𝐸𝑛𝑑ሺ𝔤ሻ .我们指出，线性映射𝑎𝑑是𝔤到

𝐸𝑛𝑑ሺ𝔤ሻ的同态. 

 证明 要证𝑎𝑑给出了同态，即证𝑎𝑑ሾ,ሿ ൌ ሾ𝑎𝑑,𝑎𝑑ሿ.而根据 Lie 括号的 Jacobi

恒等式可得 

𝑎𝑑ሾ,ሿ𝑍 ൌ ൣሾ𝑋,𝑌ሿ,𝑍൧ 

ൌ െൣሾ𝑌,𝑍ሿ,𝑋൧ െ ൣሾ𝑍,𝑋ሿ,𝑌൧ 

ൌ ൣ𝑋, ሾ𝑌,𝑍ሿ൧ െ ൣ𝑌, ሾ𝑋,𝑍ሿ൧ 

ൌ 𝑎𝑑𝑎𝑑𝑍 െ 𝑎𝑑𝑎𝑑𝑍 

ൌ ሾ𝑎𝑑,𝑎𝑑ሿ𝑍. 

这就证明了𝑎𝑑是𝔤到𝐸𝑛𝑑ሺ𝔤ሻ的同态. 

∎ 

我们称𝑎𝑑是𝔤的伴随表示. 

现在便可以定义𝔤上的内积了[9]. 

定义 2.5 𝔤上的内积ሺ⋅,⋅ሻ是一种伴随不变内积，对任意𝑋,𝑌,𝑍 ∈ 𝔤满足 

 ሺሾ𝑋,𝑌ሿ,𝑍ሻ ൌ ሺ𝑋, ሾ𝑌,𝑍ሿሻ. (2.5) 

定义 2.6 Cartan-Killing 型是一个双线性映射，对于任意𝑋,𝑌 ∈ 𝔤有 
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𝐾: 𝔤 ൈ 𝔤 → 𝑅; 

ሺ𝑋,𝑌ሻ ↦ 𝐾ሺ𝑋,𝑌ሻ ൌ 𝑡𝑟ሺ𝑎𝑑𝑎𝑑ሻ. 
(2.6) 

Lie 代数𝔤的一组生成元ሼ𝑇ሽ满足 

ሾ𝑇,𝑇ሿ ൌ 𝑓𝑇, 

借助伴随表示可知𝑎𝑑்ೌ 𝑇 ൌ 𝑓𝑇，这意味着𝑎𝑑்ೌ 在基底ሼ𝑇ሽ下的矩阵完全由

ሺ𝑓ሻ确定，其中𝑏是行标号，𝑐是列标号.再由(2.6)即可得到 

 𝐾ሺ𝑇,𝑇ሻ ൌ 𝑡𝑟൫𝑓𝑓൯ ൌ 𝑓𝑓. (2.7) 

我们记𝐺 ≡ 𝑓𝑓，于是对于任意𝑋,𝑌 ∈ 𝔤都有 

𝐾ሺ𝑋,𝑌ሻ ൌ 𝐾ሺ𝑋𝑇,𝑌𝑇ሻ ൌ 𝐾ሺ𝑇,𝑇ሻ𝑋𝑌 ൌ 𝐺𝑋𝑌. 

有时我们也取 Lie 代数的表示空间为伴随表示，这样 Cartan-Killing 型就等价

于矩阵的求迹运算. 

命题 2.1(Cartan 判据) 𝑑𝑒𝑡ሺ𝐺ሻ  0，当且仅当𝐺是紧致半单 Lie 群. 

我们指出，对于半单 Lie 代数𝔤，负的 Cartan-Killing 型就是一种𝔤上的伴随不

变内积. 

 证明 对于任意𝑋,𝑌,𝑍 ∈ 𝔤， 

െ𝐾ሺሾ𝑋,𝑌ሿ,𝑍ሻ ൌ െ𝑡𝑟ሺሾ𝑎𝑑,𝑎𝑑ሿ𝑎𝑑ሻ ൌ െ𝑡𝑟ሺ𝑎𝑑ሾ𝑎𝑑, 𝑎𝑑ሿሻ ൌ െ𝐾ሺ𝑋, ሾ𝑌,𝑍ሿሻ, 

这完全满足(2.6)的要求，这就证明了负的 Cartan-Killing 型是𝔤上的伴随不变内积. 

∎ 

伴随不变内积给出了 Lie 群的黎曼度量.考虑到相对论中的时空具有伪黎曼

度量(pseudo-Riemannian metric)，于是我们放弃伴随不变内积的正定性条件，将

任意 Lie 群的伴随不变内积都记为 Cartan-Killing 型. 

将 Cartan-Killing 型的适用范围扩大到𝔤值ሺ𝑝, 𝑞ሻ型张量场，与 Riemann 流形上

的度规结合就可以给出任意𝔤值ሺ𝑝, 𝑞ሻ型张量场的内积. 

定义 2.8 对于任意𝔤值ሺ𝑝, 𝑞ሻ型张量场𝑆,𝑇，它们的内积可借助局部坐标系的

分量表示为 

ሺ𝑆,𝑇ሻ ൌ 𝐺𝑔ఔభఉభ ⋯𝑔ఔఉ𝑔ఓభఈభ ⋯𝑔ఓభఈሺ𝑆
ሻఔభ⋯ఔ

ఓభ⋯ఓሺ𝑇ሻఉభ⋯ఉ
ఈభ⋯ఈ . (2.8) 

后面主要使用的是𝔤值微分形式场的内积，于是我们给出如下推论. 

 推论 对于任意𝔤值𝑞微分形式场𝜔, 𝜂，它们的内积借助局部坐标系的分量表示

为 

 ሺ𝜔, 𝜂ሻ ൌ
1
𝑞!
𝐺𝑔ఓభ⋯ఓ𝑔ఔభ⋯ఔ𝜔ఓభ⋯ఓ

 𝜂ఔభ⋯ఔ
 . (2.9) 

2.3 规范型 

为了简化计算，我们时常对 Lie 群生成元做一个尺度变换，使得在新的基底

下𝐺是单位矩阵𝛿 .这个过程实际上就是在将二次型化为规范型.我们举一个
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𝑆𝑈ሺ2ሻ的例子.将𝑆𝑈ሺ2ሻ的元素𝑈参数化为 

𝑈 ൌ ൬
𝛼 𝛽
െ𝛽∗ 𝛼∗൰ ൌ ቀ 𝑎  𝑏𝑖 𝑐  𝑑𝑖

െ𝑐  𝑑𝑖 𝑎 െ 𝑏𝑖
ቁ, 

其中𝛼 ൌ 𝑎  𝑏𝑖,𝛽 ൌ 𝑐  𝑑𝑖 ∈ ℂ;𝑎, 𝑏, 𝑐,𝑑 ∈ 𝑅 .由于特殊酉群的定义给出了一个约

束条件𝑑𝑒𝑡ሺ𝑈ሻ ൌ 𝑎ଶ  𝑏ଶ  𝑐ଶ  𝑑ଶ ൌ 1，因此𝑆𝑈ሺ2ሻ只有三个独立参数，对应了

三个生成元.我们设这三个独立参数是𝑏, 𝑐,𝑑，即令𝑎 ൌ √1 െ 𝑏ଶ െ 𝑐ଶ െ 𝑑ଶ，容易

算得这三个生成元分别是 

𝑇ଵ ൌ
𝜕𝑈
𝜕𝑑
ฬ
ሺ,,ௗሻୀሺ,,ሻ

ൌ ቀ0 𝑖
𝑖 0

ቁ ൌ 𝑖𝜎ଵ; 

𝑇ଶ ൌ
𝜕𝑈
𝜕𝑐
ฬ
ሺ,,ௗሻୀሺ,,ሻ

ൌ ቀ 0 1
െ1 0

ቁ ൌ 𝑖𝜎ଶ; 

𝑇ଷ ൌ
𝜕𝑈
𝜕𝑏
ฬ
ሺ,,ௗሻୀሺ,,ሻ

ൌ ቀ𝑖 0
0 െ𝑖

ቁ ൌ 𝑖𝜎ଷ, 

其中𝜎 , 𝑖 ൌ 1,2,3是 Pauli 矩阵.而众所周知，Pauli 矩阵的对易关系为[17] 

ሾ𝜎,𝜎ሿ ൌ 2𝑖𝜀𝜎 , 

所以 

ሾ𝑇,𝑇ሿ ൌ െ2𝜀𝑇, 

这表示𝑆𝑈ሺ2ሻ的 Lie 群结构常数𝑓 ൌ െ2𝜀，于是 

ሺ𝑇,𝑇ሻ ൌ 𝑡𝑟൫𝑓𝑓൯ ൌ 4𝜀𝜀 ൌ െ8𝛿. 

因此 

൬
𝑇

2√2𝑖
,
𝑇

2√2𝑖
൰ ൌ 𝑡𝑟 ቆ

𝑓
2√2𝑖

𝑓
2√2𝑖

ቇ ൌ 𝛿, 

这就使 Cartan-Killing 型成为了规范型. 

 对于更高维数的 Lie 群，计算量会大大增加，但我们认为这样的基底总是存

在的，在一般情况下并不追求其具体形式.有时也会引入 Casimir 不变量来描述生

成元乘积的迹[1]，但我们更倾向使用上述“归一化”的 Lie 群度量. 

以后，我们同时使用ሺ⋅,⋅ሻ与𝑡𝑟ሺ ሻ两种记号，它们都表示 Cartan-Killing 型，两

种记号对应的 Lie 代数表示空间、表示基底读者应能自行分辨. 在不加声明的情

况下，我们使用的基底都是指规范化的基底.  
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第三章 推广到 n 维的定域规范场论 
 

本章我们论述了推广到𝑛维的定域规范场论的基本原理。首先，我们给出了

主纤维丛上联络算子的定义，再根据规范变换的性质推导得出了主纤维丛上的曲

率二形式场；然后，我们利用 Hodge 对偶给出了（无源）规范理论的 Yang-Mills
作用量，并给出了 Yang-Mills 作用量一些性质；最后，我们给出了主丛曲率场满

足的 Bianchi 恒等式，并利用最小作用量原理计算得出了 Yang-Mills 作用量满足

的 Euler-Lagrange 方程。 

本章内容主要参考了文献[3]，[8-10]，[12]，[14-16]。 

3.1 主丛上的联络 

设𝑅是𝑛维 Minkowski 时空，𝐺是𝑟维紧致半单 Lie 群，则𝑃 ൌ 𝑅 ൈ 𝐺称为𝑅

的平凡主丛，𝐺称为𝑃的结构 Lie 群. 我们记𝐺的 Lie 代数为𝔤. 

定义 3.1 𝑃上的联络算子为 

 𝐷 ≝ 𝑑  𝐴, (3.1) 

其中 d 是外微分算子； 𝐴是一个𝔤值1微分形式场，称为与算子𝐷对应的联络.在

局部坐标系中𝐴 ≡ 𝑞𝐴ఓ𝑑𝑥ఓ，𝐴ఓ ∈ 𝔤，𝑞是一个表征规范场耦合强度的参数. 注意

到𝐴是一个𝔤值1微分形式场，这意味着𝐴可用𝔤的基本表示的一组基底ሼ𝐼ሽ展开 

𝐴 ൌ 𝑞𝐴ఓ𝑑𝑥ఓ ൌ 𝑞𝐴ఓ𝐼𝑑𝑥ఓ, 

其中𝐴ఓ是向量𝐴ఓ在基底ሼ𝐼ሽ下的分量. 

 定义 3.2 𝐺的规范群是指所有光滑映射𝑈:𝑅 → 𝐺的集合，记为𝐶ஶሺ𝑃ሻ.若将任

意𝑈 ∈ 𝐶ஶሺ𝑃ሻ看成一个作用在场𝜙ሺ𝑥ఓሻ上的线性算子，则称𝑈𝜙是对场𝜙的规范变

换，记为： 

 𝜙 → 𝜙ᇱ ൌ 𝑈𝜙. (3.2) 

借助指数映射，我们可将𝐶ஶሺ𝑃ሻ的元素记为𝑈 ൌ 𝑒𝑥𝑝ሾ𝐼𝜃ሺ𝑥ሻሿ，其中𝜃ሺ𝑥ሻ是
一个与时空坐标相关的参数. 

在规范变换下，𝐷作用到场𝜙的结果按照𝐷ᇲ𝜙′ ൌ 𝑈𝐷𝜙变换.而外微分算子具

有唯一性，这意味着算子𝐷ᇲ与𝐷的差异完全体现在𝐴上.将𝐷ᇲ𝜙′ ൌ 𝑈𝐷𝜙展开得

ሺ𝑑  𝐴ᇱሻሺ𝑈𝜙ሻ ൌ 𝑈ሺ𝑑  𝐴ሻ𝜙，进一步展开便得 

 𝑑𝑈  𝐴ᇱ𝑈 ൌ 𝑈𝐴, (3.3) 

以𝑈ିଵ右乘上式，移项即得 

  𝐴ᇱ ൌ 𝑈𝐴𝑈ିଵ െ 𝑑𝑈𝑈ିଵ, (3.4) 

(3.4)即联络在规范变换下所满足的变换规律. 

将𝑈 ൌ 𝑒𝑥𝑝ሾ𝐼𝜃ሺ𝑥ሻሿ带入(3.4)，并将𝜃作为一个无穷小参数，则有 

𝐴′ఓ𝐼 ൌ ൬𝐴ఓ െ 𝑓𝐴ఓ𝜃 
1
𝑞
𝜕ఓ𝜃൰ 𝐼  𝑂ሺ𝜃ଶሻ. 

当结构 Lie 群为𝑈ሺ1ሻ时，取𝐼 ൌ 𝑖，且结构常数𝑓 ≡ 0，于是 
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𝐴′ఓ ൌ 𝐴ఓ 
1
𝑞
𝜕ఓ𝜃, 

这正是电磁势的变换规则；当结构 Lie 群为𝑆𝑈ሺ2ሻ时，取𝐼 ൌ 𝜎/2𝑖，此时结构常

数 𝑓 ൌ 𝜀，于是 

𝑨ఓᇱ ൌ 𝑨ఓ െ 𝑨ఓ ൈ 𝜽 
1
𝑞
𝜕ఓ𝜽, 

这正是𝑆𝑈ሺ2ሻ规范势的变换规则. 

通常联络的选择并不唯一，为了论述这一性质，我们给出下述命题. 

命题 3.1 若𝔤值1微分形式场𝐵在规范变换下满足 

 𝐵ᇱ ൌ 𝑈𝐵𝑈ିଵ, (3.5) 

则𝐶 ൌ 𝐴  𝐵也是一个联络. 

 证明 由(3.4)即得 

𝐴ᇱ  𝐵ᇱ ൌ 𝑈ሺ𝐴  𝐵ሻ𝑈ିଵ െ 𝑑𝑈𝑈ିଵ ൌ 𝐶ᇱ. 

∎ 

由此可见，联络的选择有相当大的任意性.在物理中也确实是这样，我们通常会附

加 Lorenz 规范、Coulomb 规范等条件，对联络的选择加以限制. 

记𝐷𝜙 ൌ 𝑑𝜙  𝐴𝜙 ൌ 𝐷ఓ𝜙𝑑𝑥ఓ，其中𝐷ఓ ൌ 𝜕ఓ  𝑞𝐴ఓ，称为与联络𝐴对应的协变

导数算子.许多教材使用协变导数来定义联络，可见这是一种分量表述方法. 

3.2 主丛上的曲率 

对(3.3)求外微分得 

 𝑑𝐴ᇱ𝑈 െ 𝐴ᇱ ∧ 𝑑𝑈 ൌ 𝑑𝑈 ∧ 𝐴  𝑈𝑑𝐴, (3.6) 

将(3.3)带入(3.6)消去𝑑𝑈得到 

 ሺ𝑑𝐴ᇱ  𝐴ᇱ ∧ 𝐴ᇱሻ𝑈 ൌ 𝑈ሺ𝑑𝐴  𝐴 ∧ 𝐴ሻ. (3.7) 

定义 3.3 将𝑑𝐴  𝐴 ∧ 𝐴记为记为𝐹，称为联络𝐴在局部的曲率. 

于是(3.7)可以改写为 

  𝐹ᇲ ൌ 𝑈𝐹𝑈ିଵ, (3.8) 

这就是主丛𝑃的曲率在规范变换下满足的变换公式. 值得注意的是，曲率𝐹的变

换公式(3.8)是齐次的，而联络𝐴的变换公式(3.4)不是齐次的. 

局部坐标系下的曲率是一个2微分形式场 

 

𝐹 ൌ 𝑑𝐴  𝐴 ∧ 𝐴 

ൌ 𝑞൫𝜕ఓ𝐴ఔ  𝑞𝐴ఓ𝐴ఔ൯𝑑𝑥ఓ ∧ 𝑑𝑥ఔ  

ൌ 𝑞൫𝜕ఓ𝐴ఔ𝐼  𝑞𝐴ఓ𝐴ఔ𝐼𝐼൯𝑑𝑥ఓ ∧ 𝑑𝑥ఔ  

ൌ
𝑞
2
൫2𝜕ሾఓ𝐴ఔሿ

  𝑞𝑓𝐴ఓ𝐴ఔ൯𝐼𝑑𝑥ఓ ∧ 𝑑𝑥ఔ 

ൌ
𝑞
2
𝐹ఓఔ 𝐼𝑑𝑥ఓ ∧ 𝑑𝑥ఔ , 

(3.9) 
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其中𝐹ఓఔ 𝐼 ൌ ൫2𝜕ሾఓ𝐴ఔሿ
  𝑞𝑓𝐴ఓ𝐴ఔ൯𝐼.我们指出，主丛的曲率对应了规范场强.例

如，当结构 Lie 群为𝑈ሺ1ሻ时，𝐹ఓఔ ൌ 𝜕ఓ𝐴ఔ െ 𝜕ఔ𝐴ఓ，这正是电磁场的场强张量；当

结构 Lie 群为𝑆𝑈ሺ2ሻ时有𝑭ఓఔ ൌ 𝜕ఓ𝑨ఔ െ 𝜕ఔ𝑨ఓ  𝑞𝑨ఓ ൈ 𝑨ఔ，这对应了旋量理论的场

强张量. 

3.3 Yang-Mills 作用量 

 Yang-Mills 作用量是规范理论的核心，它具有自然的内积结构，由 Hodge 对

偶给出. 

定义 3.4 记𝛬ሺ𝑃ሻ为𝑅局部上所有𝔤值𝑞微分形式场构成的矢量空间.定义

Hodge Star 算子： 

∗:𝛬ሺ𝑃ሻ → 𝛬ିሺ𝑃ሻ; 

𝑑𝑥ఓభ ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓ ↦
1

ሺ𝑛 െ 𝑞ሻ!
𝜖ఓభ⋯ఓఓశభ⋯ఓ𝑑𝑥ఓశభ ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓ , 

(3.10) 

它有如下性质： 

1) 1 ∗ ൌ 𝜖; 

2) ∗∗:𝛬ሺ𝑃ሻ → 𝛬ሺ𝑃ሻ;𝜔 ↦ ሺെ1ሻ௦ାሺିሻ𝜔,∀𝜔 ∈ 𝛬ሺ𝑃ሻ, 

其中𝑠是𝑅度规特征值中负号的个数，也即度规矩阵的负惯性指数. 

通过 Hodge Star 算子可以求得𝐹的对偶微分形式 𝐹 
∗ ： 

𝐹 
∗ ൌ

𝑞
2
𝐹ఓఔ 𝐼 ሺ𝑑𝑥ఓ ∧ 𝑑𝑥ఔሻ 

∗  

ൌ
𝑞

2ሺ𝑛 െ 2ሻ!
𝐹ఓఔ 𝜖ఓఓభ⋯ఓషమ𝐼𝑑𝑥ఓభ ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓషమ  

ൌ
𝑞

ሺ𝑛 െ 2ሻ!
𝐹ఓభ⋯ఓషమ


 
∗ 𝐼𝑑𝑥ఓభ ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓషమ , 

其中 

𝐹ఓభ⋯ఓషమ


 
∗ ൌ

1
2
𝜖ఓఓభ⋯ఓషమ𝐹ఓఔ

 . 

定义 3.5 对于任意𝔤值𝑞微分形式场𝜔, 𝜂，若定义双线性映射〈⋅,⋅〉使得 

〈𝜔, 𝜂〉 ൌ න 𝑡𝑟ሺ𝜔 ∧ 𝜂 ∗ ሻ
 

ோ
, 

则〈⋅,⋅〉满足内积的定义，我们称〈⋅,⋅〉是主丛𝑃上的整体内积. 

 证明 在局部坐标系下有 

𝜔 ൌ
1
𝑞!
𝜔ఓభ⋯ఓ𝑑𝑥

ఓభ ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓ; 

𝜂 ൌ
1
𝑞!
𝜂ఔభ⋯ఔ𝑑𝑥

ఔభ ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఔ , 

对𝜂取 Hodge 对偶得到 

𝜂 ∗ ൌ
1

𝑞! ሺ𝑛 െ 𝑞ሻ!
𝜂ఔభ⋯ఔ𝜖ఔభ⋯ఔఔశభ⋯ఔ𝑑𝑥

ఔశభ ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఔ , 
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所以 

𝜔 ∧ 𝜂 ∗ ൌ
1

𝑞! 𝑞! ሺ𝑛 െ 𝑞ሻ!
𝜔ఓభ⋯ఓ𝜂

ఔభ⋯ఔ𝜖ఔభ⋯ఔఔశభ⋯ఔ𝑑𝑥
ఓభ ∧ ⋯ ∧ 𝑑𝑥ఓ ∧ 𝑑𝑥ఔశభ ∧ ⋯ ∧ 𝑑𝑥ఔ  

ൌ
1

𝑞! 𝑞! ሺ𝑛 െ 𝑞ሻ!
𝜔ఓభ⋯ఓ𝜂

ఔభ⋯ఔ𝜖ఔభ⋯ఔఔశభ⋯ఔ𝜀
ఓభ⋯ఓఔశభ⋯ఔ𝑑𝑥 ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓషభ  

ൌ െ
1

𝑞! 𝑞!
𝜔ఓభ⋯ఓ𝜂

ఔభ⋯ఔ𝛿ఔభ⋯ఔ
ఓభ⋯ఓඥെ𝑔𝑑𝑥 ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓషభ  

ൌ െ
1
𝑞!
𝜔ఓభ⋯ఓ𝜂

ఔభ⋯ఔ𝛿ሾఔభ
ఓభ ⋯𝛿ఔሿ

ఓ ඥെ𝑔𝑑𝑥 ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓషభ  

ൌ െ
1
𝑞!
𝜔ఓభ⋯ఓ𝜂

ఓభ⋯ఓඥെ𝑔𝑑𝑥 ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓషభ , 

同理可以得到𝜔 ∧ 𝜂 ∗ ൌ 𝜂 ∧ 𝜔 ∗ .于是 

𝑡𝑟ሺ𝜔 ∧ 𝜂 ∗ ሻ ൌ െ
1
𝑞!
𝑡𝑟 ቀ𝜔ఓభ⋯ఓ𝜂

ఓభ⋯ఓቁඥെ𝑔𝑑𝑥 ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓషభ  

ൌ െ
1
𝑞!
𝜔ఓభ⋯ఓ
 ሺ𝜂ሻఓభ⋯ఓ𝑡𝑟ሺ𝑓𝑓ሻඥെ𝑔𝑑𝑥 ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓషభ  

ൌ െሺ𝜔, 𝜂ሻ𝜖, 
其中𝑓是伴随表示基底，积分上式得到 

〈𝜔, 𝜂〉 ൌ න 𝑡𝑟ሺ𝜔 ∧ 𝜂 ∗ ሻ
 

ோ
ൌ െන ሺ𝜔, 𝜂ሻ𝜖

 

ோ
. 

显然映射〈⋅,⋅〉的性质完全由ሺ⋅,⋅ሻ决定，因此〈⋅,⋅〉也是内积. 

∎ 

 整体内积结构的一个重要结论即 Yang-Mills 作用量，定义如下. 

定义 3.6 Yang-Mills 作用量为 

 𝑆 ൌ
1
2
〈𝐹,𝐹〉. (3.11) 

根据整体内积的定义可以立即得到 

𝑆 ൌ
1
2
න 𝑡𝑟ሺ𝐹 ∧ 𝐹 

∗ ሻ
 

ோ
ൌ െ

1
2
න ሺ𝐹,𝐹ሻ𝜖

 

ோ
ൌ න ℒ𝜖

 

ோ
, 

其中 

 ℒ ൌ െ
1
2
ሺ𝐹,𝐹ሻ, (3.12) 

称为 Yang-Mills 拉式量.容易得到局部坐标系下的 Yang-Mills 拉式量为 

ℒ ൌ െ
𝑞ଶ

4
𝐺𝑔ఓఈ𝑔ఔఉ𝐹ఓఔ 𝐹ఈఉ

 ൌ െ
𝑞ଶ

4
𝑔ఓఈ𝑔ఔఉ𝐹ఓఔ 𝐹ఈఉ

 , 

其中𝐺是正交归一化的 Cartan-Killing 型.下面我们给出一些关于 Yang-Mills 作

用量的性质. 

命题 3.2 Yang-Mills 作用量是规范不变的. 

证明 由(3.8)(3.11)即得 

𝑆ᇲ ൌ
1
2
න 𝑡𝑟൫𝐹

𝑈𝑓𝑈ିଵ ∧ 𝐹
𝑈𝑓𝑈ିଵ

 
∗ ൯

 

ோ
ൌ

1
2
න 𝑡𝑟൫𝐹

𝑓 ∧ 𝐹


 
∗ 𝑓൯

 

ோ
ൌ 𝑆, 
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其中𝑓是伴随表示基底. 

∎ 

命题 3.3 𝑅ସ的 Yang-Mills 作用量是共形不变的. 

证明 在𝑅ସ共形变换的作用下，度规矩阵按下面这样变换 

𝑔ఓఔ → 𝑔ఓఔ ൌ 𝛺ଶ𝑔ఓఔ; 

𝑔ఓఔ → 𝑔ఓఔ ൌ 𝛺ିଶ𝑔ఓఔ , 

所以 Yang-Mills 拉式量与 Levi-Civita 张量按下面这样变换 

ℒ → ℒሚ ൌ െ
𝑞ଶ

4
𝑔ఓఈ𝑔ఔఉ𝐹ఓఔ 𝐹ఈఉ

 ൌ െ
𝑞ଶ

4
𝛺ିସ𝑔ఓఈ𝑔ఔఉ𝐹ఓఔ 𝐹ఈఉ

 ൌ 𝛺ିସℒ; 

𝜖 → 𝜖̃ ൌ ඥെ𝑔𝜀 ൌ ൫െ𝜀ఓఔఘఙ�̃�ఓଵ�̃�ఔଶ�̃�ఘଷ�̃�ఙସ൯
ଵ
ଶ𝜀 ൌ 𝛺ସ൫െ𝜀ఓఔఘఙ𝑔ఓଵ𝑔ఔଶ𝑔ఘଷ𝑔ఙସ൯

ଵ
ଶ𝜀 ൌ 𝛺ସ𝜖, 

于是 

𝑆ሚ ൌ න ℒሚ𝜖̃
 

ோర
ൌ න ℒ𝜖

 

ோర
ൌ 𝑆. 

∎ 

3.4 Yang-Mills 方程 

 若𝔤值𝑞微分形式场𝑆在规范变换下满足 

 𝑆ᇱ ൌ 𝑈𝑆𝑈ିଵ, (3.13) 

则对(3.13)外微分得到 

𝑑𝑆ᇱ ൌ 𝑑𝑈 ∧ 𝑆𝑈ିଵ  𝑈𝑑𝑆𝑈ିଵ  ሺെ1ሻ𝑈𝑆 ∧ 𝑑𝑈ିଵ, 

考虑到(3.3)以及0 ൌ 𝑑ሺ𝑈𝑈ିଵሻ ൌ 𝑑𝑈𝑈ିଵ  𝑈𝑑𝑈ିଵ，带入上式消去𝑑𝑈以及𝑑𝑈ିଵ，

整理得到 

𝑑𝑆ᇱ  𝐴ᇱ ∧ 𝑆ᇱ െ ሺെ1ሻ𝑆ᇱ ∧ 𝐴ᇱ ൌ 𝑈ሾ𝑑𝑆  𝐴 ∧ 𝑆 െ ሺെ1ሻ𝑆 ∧ 𝐴ሿ𝑈ିଵ. 

定义 3.7 定义 

 𝐷𝑆 ൌ 𝑑𝑆  𝐴 ∧ 𝑆 െ ሺെ1ሻ𝑆 ∧ 𝐴, (3.14) 

则有𝐷ᇲ𝑆
ᇱ ൌ 𝑈𝐷𝑆𝑈ିଵ.  

注意到(3.5)与(3.8)均满足(3.14)，于是立即得到 

𝐷𝐵 ൌ 𝑑𝐵  𝐴 ∧ 𝐵  𝐵 ∧ 𝐴; 

𝐷𝐹 ൌ 𝑑𝐹  𝐴 ∧ 𝐹 െ 𝐹 ∧ 𝐴, 

这两个等式在后续推导中十分重要. 

命题 3.4(Bianchi 恒等式) 

 𝐷𝐹 ൌ 0. (3.15) 

证明 对𝐹 ൌ 𝑑𝐴  𝐴 ∧ 𝐴两侧取外微分得到 

𝑑𝐹 ൌ 𝑑𝐴 ∧ 𝐴 െ 𝐴 ∧ 𝑑𝐴 

ൌ ሺ𝐹 െ 𝐴 ∧ 𝐴ሻ ∧ 𝐴 െ 𝐴 ∧ ሺ𝐹 െ 𝐴 ∧ 𝐴ሻ 

ൌ 𝐹 ∧ 𝐴 െ 𝐴 ∧ 𝐹, 
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于是𝐷𝐹 ൌ 𝑑𝐹  𝐴 ∧ 𝐹 െ 𝐹 ∧ 𝐴 ൌ 0. 

∎ 

设𝜏是一个实参数，𝐵是满足(3.5)的𝔤值1微分形式场，则 Yang-Mills 作用量的

变分为 

𝛿𝑆 ൌ 𝑙𝑖𝑚
௧→

𝑆ା௧ െ 𝑆
𝑡

. 

由此我们可推出 Yang-Mills 作用量满足的 Euler-Lagrange 方程，称为 Yang-Mills

方程. 

命题 3.5 (Yang-Mills 方程) Yang-Mills 作用量满足的 Euler-Lagrange 方程为 

 𝐷 𝐹 
∗ ൌ 0. (3.16) 

 证明 我们先计算𝐹ା௧， 

𝐹ା௧ ൌ 𝑑ሺ𝐴  𝑡𝐵ሻ  ሺ𝐴  𝑡𝐵ሻ ∧ ሺ𝐴  𝑡𝐵ሻ 

ൌ ሺ𝑑𝐴  𝐴 ∧ 𝐴ሻ  𝑡ሺ𝑑𝐵  𝐴 ∧ 𝐵  𝐵 ∧ 𝐴ሻ  𝑡ଶ𝐵 ∧ 𝐵 

ൌ 𝐹  𝑡𝐷𝐵  𝑡ଶ𝐵 ∧ 𝐵. 

由整体内积的线性性、对称性可得 

𝑆ା௧ ൌ
1
2
〈𝐹ା௧,𝐹ା௧〉 

ൌ
1
2
〈𝐹  𝑡𝐷𝐵  𝑡ଶ𝐵 ∧ 𝐵,𝐹  𝑡𝐷𝐵  𝑡ଶ𝐵 ∧ 𝐵〉 

ൌ
1
2
〈𝐹,𝐹〉  𝑡〈𝐷𝐵,𝐹〉  𝑂ሺ𝑡ଶሻ 

ൌ 𝑆  𝑡〈𝐷𝐵,𝐹〉  𝑂ሺ𝑡ଶሻ, 

于是 

𝛿𝑆 ൌ 𝑙𝑖𝑚
௧→

𝑆ା௧ െ 𝑆
𝑡

ൌ 〈𝐷𝐵,𝐹〉. 

下面我们来证明𝛿𝑆 ൌ 〈𝐷𝐵,𝐹〉 ൌ 0能导出𝐷 𝐹 
∗ ൌ 0. 

因为 

𝐷𝐵 ∧ 𝐹 
∗ െ 𝐵 ∧ 𝐷 𝐹 

∗  

ൌ ሺ𝑑𝐵  𝐴 ∧ 𝐵  𝐵 ∧ 𝐴ሻ ∧ 𝐹 
∗ െ 𝐵 ∧ ሾ𝑑 𝐹 

∗  𝐴 ∧ 𝐹 
∗ െ ሺെ1ሻିଶ 𝐹 

∗ ∧ 𝐴ሿ 

ൌ 𝑑ሺ𝐵 ∧ 𝐹 
∗ ሻ  𝐴 ∧ 𝐵 ∧ 𝐹 

∗ െ ሺെ1ሻିଵ𝐵 ∧ 𝐹 
∗ ∧ 𝐴 

ൌ 𝐷ሺ𝐵 ∧ 𝐹 
∗ ሻ, 

所以 

න 𝑡𝑟ሺ𝐵 ∧ 𝐷 𝐹 
∗ ሻ

 

ோ
ൌ න 𝑡𝑟ሺ𝐷𝐵 ∧ 𝐹 

∗ ሻ
 

ோ
െ න 𝑡𝑟ሾ𝐷ሺ𝐵 ∧ 𝐹 

∗ ሻሿ
 

ோ
. 

我们总可以在𝑅的边界上选择联络使得𝐷ሺ𝐵 ∧ 𝐹 
∗ ሻ ൌ 𝑑ሺ𝐵 ∧ 𝐹 

∗ ሻ，于是根据

Stokes 定理立即得到 
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න 𝑡𝑟ሾ𝐷ሺ𝐵 ∧ 𝐹 
∗ ሻሿ

 

ோ
ൌ න 𝑡𝑟ሺ𝐵 ∧ 𝐹 

∗ ሻ
 

డோ
ൌ 0. 

又因为 

𝛿𝑆 ൌ 〈𝐷𝐵,𝐹〉 ൌ න 𝑡𝑟ሺ𝐷𝐵 ∧ 𝐹 
∗ ሻ ൌ 0, 

所以 

න 𝑡𝑟ሺ𝐵 ∧ 𝐷 𝐹 
∗ ሻ

 

ோ
ൌ 0. 

上式对于任意满足(3.5)的𝐵均成立，则𝐷 𝐹 
∗ ≡ 0. 

∎ 

 设守恒流𝐽是满足 Noether 定理的𝔤值1微分形式场，则下式称为含源的 Yang-

Mills 作用量 

 𝑆 ൌ
1
2
〈𝐹,𝐹〉 െ 〈𝐴, 𝐽〉. (3.17) 

容易得到(3.17)的最小作用量为 

0 ൌ 𝛿𝑆 ൌ 𝑙𝑖𝑚
௧→

𝑆ା௧ െ 𝑆
𝑡

 

ൌ 〈𝐷𝐵,𝐹〉 െ 〈𝐵, 𝐽〉 

ൌ න 𝑡𝑟ሾ𝐵 ∧ ሺ𝐷 𝐹 
∗ െ 𝐽 ∗ ሻሿ

 

ோ
, 

上式对于任意满足(3.5)的𝐵均成立，于是得到(3.17)满足的 Euler-Lagrange 方程为 

 𝐷 𝐹 
∗ ൌ 𝐽 ∗ , (3.18) 

(3.18)称为含源的 Yang-Mills 方程. 

我们能在局部坐标系中讨论 Bianchi 恒等式与含源的 Yang-Mills 方程.局部坐

标系下，(3.15)可以写成 

0 ൌ
𝑞
2
𝐷ఘ𝐹ఓఔ𝑑𝑥ఘ ∧ 𝑑𝑥ఓ ∧ 𝑑𝑥ఔ 

ൌ
𝑞
2
𝐷ఘ𝐹ఓఔ

ሺെ1ሻ௦ାଷሺିଷሻ

ሺ𝑛 െ 3ሻ!
𝜖ఘఓఓభ⋯ఓషయ ൫𝑑𝑥ఓభ ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓషయ൯ 

∗  

ൌ ሺെ1ሻ௦ାଷሺିଷሻ
𝑞

ሺ𝑛 െ 3ሻ!
𝐷ఘ ൬

1
2
𝜖ఓఓభ⋯ఓషయ𝐹ఓఔ൰ ൫𝑑𝑥ఓభ ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓషయ൯ 

∗
 

ൌ ሺെ1ሻ௦ାଷሺିଷሻ
𝑞

ሺ𝑛 െ 3ሻ!
𝐷ఘ 𝐹ఘఓభ⋯ఓషయ 

∗ ൫𝑑𝑥ఓభ ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓషయ൯ 

∗
, 

上式为零的充要条件即 

 𝐷ఘ 𝐹ఘఓభ⋯ఓషయ 
∗ ൌ 0; (3.19) 

(3.18)可以写成 
0 ൌ 𝐷 𝐹 

∗ െ 𝐽 ∗  

ൌ ൬
𝑞

2ሺ𝑛 െ 2ሻ!
𝐷ఘ𝐹ఓఔ𝜖ఓఓభ⋯ఓషమ െ

1
ሺ𝑛 െ 1ሻ!

𝐽ఈ𝜖ఈఘఓభ⋯ఓషమ൰ 𝑑𝑥
ఘ ∧ 𝑑𝑥ఓభ ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓషమ  
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ൌ ൬
𝑞

2ሺ𝑛 െ 2ሻ!
𝐷ఘ𝐹ఓఔ𝜖ఓఓభ⋯ఓషమ െ

1
ሺ𝑛 െ 1ሻ!

𝐽ఈ𝜖ఈఘఓభ⋯ఓషమ൰ ሺെ1ሻ௦ାିଵ𝜖ఘఓభ⋯ఓషమఙ ሺ𝑑𝑥ఙሻ 
∗  

ൌ ሺെ1ሻ௦ାଶିଷ ቀെ
𝑞
2
𝐷ఘ𝐹ఓఔ𝛿ఓఔ

ఘఙ  𝐽ఈ𝛿ఈఙቁ ሺ𝑑𝑥ఙሻ 
∗  

ൌ ሺെ1ሻ௦ାଶିଷ൫െ𝑞𝐷ఘ𝐹ఘఙ  𝐽ఙ൯ ሺ𝑑𝑥ఙሻ 
∗ , 

上式为零的充要条件即 

 𝐷ఘ𝐹ఙఘ ൌ െ
1
𝑞
𝐽ఙ . (3.20) 

容易发现𝑛 ൌ 4且结构 Lie 群为𝑈ሺ1ሻ时，通过适当调整系数，(3.19)(3.20)就对应

了 Maxwell 方程组的协变形式（见附录 B）. 
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第四章 总结与展望 
 

 通过以上的计算，我们从一些很基本的结构一步步的推导得出了 Yang-Mills

方程等结构，这些结构是物理工作者乃至数学工作者们认知世界、改造世界的有

力武器。一方面，规范场论是实实在在的、反映微观世界本质属性的第一性原理；

另一方面，规范场的结构也暗示着自然界和谐、统一的巨大潜力。 

 虽然本文论述的只是平直时空的定域规范理论，但大部分内容均可直接挪到

弯曲时空上去，这得益于本文的严谨表述。推广到弯曲时空的困境在于联络的定

义上，这里可以进一步研究。 

 我们可以在(3.11)(3.17)的基础上再加入一些与几何性质（度规）无关的项，

称为拓扑项。最著名的拓扑项即 Chern-Simons 项，3 维流形𝑀上的 Chern-Simons

作用量为 

 𝑆ௌ ൌ න 𝑡𝑟 ൬𝑑𝐴 ∧ 𝐴 
2
3
𝐴 ∧ 𝐴 ∧ 𝐴൰

 

ெ
. (4.1) 

Chern-Simons 项只存在于奇数维时空中，其性质完全由流形𝑀的拓扑属性决定，

在近些年受到广泛关注[2][6]。 

另外，虽然本文谈及了大部分的细节，但仍然存在一些未能解决的问题。例

如，文章并没有谈及主丛的伴随丛，这导致许多地方的表述含混不清：(3.2)缺少

了对物质场𝜙的表述，实际上它是伴随丛的截面[15]；(3.5) (3.8)(3.13)(3.14)论述的

是伴随丛上的张量场的变换性质[8][15]；(3.18)关于守恒流𝐽的表述也不够充分。这

些地方仍需进一步的补充说明。  
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附录 A 
 

 本附录阐述了本文所使用的符号约定。下面讨论的对象都是𝑛维平直时空𝑅

与𝑟维半单 Lie 群𝐺上的结构。 

A.1 指标 

 对于时空流形，我们使用 Dirac 的指标记号，形如ሺ𝑥ఓሻ ൌ ሺ𝑥,⋯ , 𝑥ିଵሻ；用

𝑅的度规升降指标，形如𝑔ఓఔ𝑆ఓ ≡ 𝑆ఔ，𝑔ఓఔ𝑇ఓ ≡ 𝑇ఔ. 

我们不区分 Lie 代数表示空间的上下指标. 

A.2 Levi-Civita 符号 

 Levi-Civita 符号𝜀是一个权为1的ሺ0,𝑛ሻ型张量密度（场），在局部坐标系下表

示成 

𝜀 ൌ
1
𝑛!
𝜀ఓభ⋯ఓ𝑑𝑥

ఓభ ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓ ൌ 𝑑𝑥 ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ିଵ, 

其中分量𝜀ఓభ⋯ఓ在所有局部坐标下均满足如下定义 

𝜀ఓభ⋯ఓ ൌ ൞

1, 𝜇ଵ ⋯𝜇是偶置换;

   0, 𝜇ଵ ⋯𝜇不是置换;

െ1, 𝜇ଵ ⋯𝜇是奇置换.

 

A.3 体元 

 体元是一个𝑛微分形式场，称为 Levi-Civita 张量场，在局部坐标系下表示成 

𝜖 ൌ ඥെ𝑔𝜀 ൌ
1
𝑛!
𝜖ఓభ⋯ఓ𝑑𝑥

ఓభ ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ఓ ൌ ඥെ𝑔𝑑𝑥 ∧ ⋯∧ 𝑑𝑥ିଵ, 

其中分量𝜖ఓభ⋯ఓ ൌ ඥെ𝑔𝜀ఓభ⋯ఓ，𝑔是局部坐标系度规张量的行列式.易证逆变形式

的 Levi-Civita 张量场分量为 

𝜖ఓభ⋯ఓ ൌ
1

ඥെ𝑔
𝜀ఓభ⋯ఓ . 

A.4 广义 Kronecker 符号 

 我们记 

𝛿ఔభ⋯ఔ
ఓభ⋯ఓ ൌ 𝑑𝑒𝑡 ቌ

𝛿ఔభ
ఓభ ⋯ 𝛿ఔ

ఓభ

⋮ ⋱ ⋮
𝛿ఔభ
ఓ ⋯ 𝛿ఔ

ఓ
ቍ, 

易证如下关系 

1) 

𝛿ఔభ⋯ఔ
ఓభ⋯ఓ ൌ 𝑛! 𝛿ሾఔభ

ఓభ ⋯𝛿ఔሿ
ఓ ; 

2) 

𝜖ఔభ⋯ఔ𝜖
ఓభ⋯ఓ ൌ 𝜀ఔభ⋯ఔ𝜀

ఓభ⋯ఓ ൌ െ𝛿ఔభ⋯ఔ
ఓభ⋯ఓ; 
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3) 

𝛿ఔభ⋯ఔషభఈభ
ఓభ⋯ఓషభఈభ ൌ 𝛿ఔభ⋯ఔషభ

ఓభ⋯ఓషభ; 

𝛿ఔభ⋯ఔషమఈభఈమ
ఓభ⋯ఓషమఈభఈమ ൌ 2! 𝛿ఔభ⋯ఔషమ

ఓభ⋯ఓషమ; 

                      ⋯ 

𝛿ఔభ⋯ఔషఈభ⋯ఈ
ఓభ⋯ఓషఈభ⋯ఈ ൌ 𝑞! 𝛿ఔభ⋯ఔష

ఓభ⋯ఓష; 

                      ⋯ 

𝛿ఔభఔమఈభ⋯ఈషమ
ఓభఓమఈభ⋯ఈషమ ൌ ሺ𝑛 െ 2ሻ! 𝛿ఔభఔమ

ఓభఓమ; 

𝛿ఔభఈభ⋯ఈషభ
ఓభఈభ⋯ఈషభ ൌ ሺ𝑛 െ 1ሻ! 𝛿ఔభ

ఓభ; 

𝛿ఈభ⋯ఈ
ఈభ⋯ఈ ൌ 𝑛!. 

A.5 全反对称 

 我们将指标的全反对称操作写作如下形式 

𝑇ሾఓభ⋯ఓሿ ∶ൌ
1
𝑛!

 𝜀ఙሺఓభ⋯ఓሻ𝑇ఙሺఓభ⋯ఓሻ
ఙሺఓభ⋯ఓሻ

, 

其中𝜎ሺ𝜇ଵ ⋯𝜇ሻ是𝜇ଵ ⋯𝜇的一个置换. 

A.6 Lie 群结构常数 

 Lie 代数的一组生成元ሼ𝐼ሽ满足 

ሾ𝐼, 𝐼ሿ ൌ 𝑓𝐼, 

其中𝑓称为 Lie 群结构常数. 由于我们不区分 Lie 代数的上下指标，有时也将

𝑓记为𝑓 ,𝑓等形式. 
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附录 B 
 

本附录由 Maxwell 方程组推导得出了电磁场所满足的规范场方程。 

B.1 符号约定 

1)时空坐标 

 𝑥ఓ ൌ ൫𝑥, 𝑥൯, 𝑥 ൌ 𝑐𝑡; 

2)度规 

𝑔ఓఔ ൌ 𝜂ఓఔ ൌ 𝑑𝑖𝑎𝑔ሺെ1,1,1,1ሻ; 

3)规范场 

𝐴ఓ ൌ ൫𝐴,𝐴൯,𝐴 ൌ
1
𝑐
𝜑; 

4)守恒流 

𝐽ఓ ൌ ൫𝐽, 𝐽൯, 𝐽 ൌ 𝑐𝜌; 

5)Maxwell 方程组 

 ∇ ൈ 𝐸 ൌ െ
𝜕𝐵
𝜕𝑡

; (B.1) 

 ∇ ⋅ 𝐵 ൌ 0; (B.2) 

 ∇ ൈ 𝐵 ൌ 𝜇𝐽 
1
𝑐ଶ
𝜕𝐸
𝜕𝑡

; (B.3) 

 ∇ ⋅ 𝐸 ൌ
𝜌
𝜀

. (B.4) 

B.2 电磁场张量 

 在我们引入标量势与矢量势后，磁感应强度𝐵与电场强度𝐸可以构造出电磁场

张量𝐹ఓఔ ൌ 𝜕ఓ𝐴ఔ െ 𝜕ఔ𝐴ఓ. 
𝐵 ൌ ∇ ൈ 𝐴 

⇒ 𝐵 ൌ 𝜖𝜕𝐴 ൌ
1
2
𝜖൫𝜕𝐴 െ 𝜕𝐴൯ ൌ

1
2
𝜖𝐹; 

𝐸 ൌ െ∇𝜑 െ
𝜕𝐴
𝜕𝑡

 

⇒ 𝐸 ൌ െ𝜕ሺെ𝑐𝐴ሻ െ 𝑐𝜕𝐴 ൌ 𝑐ሺ𝜕𝐴 െ 𝜕𝐴ሻ ൌ 𝑐𝐹. 
于是得到 

𝐹 ൌ െ𝐹 ൌ െ𝐹 ൌ 𝐹 ൌ
1
𝑐
𝐸; 

𝐹 ൌ 𝐹 ൌ 𝜖𝐵 . 
𝐹ఓఔ的显式矩阵为 
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𝐹ఓఔ ൌ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

0 െ
1
𝑐
𝐸ଵ െ

1
𝑐
𝐸ଶ െ

1
𝑐
𝐸ଷ

1
𝑐
𝐸ଵ 0 𝐵ଷ െ𝐵ଶ

1
𝑐
𝐸ଶ െ𝐵ଷ 0 𝐵ଵ

1
𝑐
𝐸ଷ 𝐵ଶ െ𝐵ଵ 0 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

;   𝐹ఓఔ ൌ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

0
1
𝑐
𝐸ଵ

1
𝑐
𝐸ଶ

1
𝑐
𝐸ଷ

െ
1
𝑐
𝐸ଵ 0 𝐵ଷ െ𝐵ଶ

െ
1
𝑐
𝐸ଶ െ𝐵ଷ 0 𝐵ଵ

െ
1
𝑐
𝐸ଷ 𝐵ଶ െ𝐵ଵ 0 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

. 

B.3 Bianchi 恒等式 

由(B.1)得到 

0 ൌ 𝛻 ൈ 𝐸 
𝜕𝐵
𝜕𝑡

 

ൌ 𝜖𝜕ሺ𝑐𝐹ሻ  𝑐𝜕 ൬
1
2
𝜖𝐹൰ 

ൌ 𝜖𝜕𝐹 
1
2
𝜖𝜕𝐹 

ൌ
1
2
𝜖𝜕𝐹 

1
2
𝜖𝜕𝐹 

1
2
𝜖𝜕𝐹 

ൌ
1
2
𝜖𝜕𝐹 

1
2
𝜖𝜕𝐹 

1
2
𝜖𝜕𝐹 

ൌ
1
2
𝜖ఔఘఙ𝜕ఔ𝐹ఘఙ . 

 由(B.2)得到 
0 ൌ ∇ ⋅ 𝐵 

ൌ 𝜕 ൬
1
2
𝜖𝐹൰ 

ൌ
1
2
𝜖𝜕𝐹 

ൌ
1
2
𝜖𝜕𝐹. 

联立即得 Bianchi 恒等式 

1
2
𝜖ఔఘఙ𝜕ఔ𝐹ఘఙ 

1
2
𝜖𝜕𝐹 ൌ 0 

⇒
1
2
𝜖ఓఔఘఙ𝜕ఔ𝐹ఘఙ ൌ 0. 

若令对偶场 

 𝐹ఓఔ 
∗ ൌ

1
2
𝜖ఓఔఘఙ𝐹ఘఙ , 

可得对偶场的矩阵显式为 
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𝐹ఓఔ 
∗ ൌ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

0 െ𝐵ଵ െ𝐵ଶ െ𝐵ଷ

𝐵ଵ 0 െ
1
𝑐
𝐸ଷ

1
𝑐
𝐸ଶ

𝐵ଶ
1
𝑐
𝐸ଷ 0 െ

1
𝑐
𝐸ଵ

𝐵ଷ െ
1
𝑐
𝐸ଶ

1
𝑐
𝐸ଵ 0 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

;  𝐹ఓఔ 
∗ ൌ

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

0 𝐵ଵ 𝐵ଶ 𝐵ଷ

െ𝐵ଵ 0 െ
1
𝑐
𝐸ଷ

1
𝑐
𝐸ଶ

െ𝐵ଶ
1
𝑐
𝐸ଷ 0 െ

1
𝑐
𝐸ଵ

െ𝐵ଷ െ
1
𝑐
𝐸ଶ

1
𝑐
𝐸ଵ 0 ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

. 

B.4 含源的 Yang-Mills 方程 

由(B.3)得到 

𝜇𝐽 ൌ ∇ ൈ 𝐵 െ
1
𝑐ଶ
𝜕𝐸
𝜕𝑡

 

⇒ 𝜇𝐽 ൌ 𝜖𝜕 ൬
1
2
𝜖𝐹൰ െ

1
𝑐ଶ
𝑐𝜕൫െ𝑐𝐹൯ 

ൌ
1
2
൫𝛿 𝛿

 െ 𝛿 𝛿
 ൯𝜕𝐹  𝜕𝐹 

ൌ 𝜕𝐹  𝜕𝐹 
ൌ 𝜕ఔ𝐹ఔ. 

由(B.4)得到 
𝜌
𝜀
ൌ ∇ ⋅ 𝐸 

⇒
𝐽

𝑐𝜀
ൌ െ𝑐𝜕𝐹 

⇒
𝐽

𝜀𝑐ଶ
ൌ 𝜕𝐹 

⇒ 𝜇𝐽 ൌ 𝜕𝐹  𝜕𝐹 ൌ 𝜕ఔ𝐹ఔ. 

联立即得含源的 Yang-Mills 方程 

𝜕ఔ𝐹ఔ  𝜕𝐹 ൌ 𝜇𝐽  𝜇𝐽 

⇒ 𝜕ఔ𝐹ఓఔ ൌ 𝜇𝐽ఓ. 

于是，我们就证明了 Maxwell 方程组前两个方程(B.1)(B.2)与 Bianchi 恒等式等

价；后两个方程(B.3)(B.4)在与含源的 Yang-Mills 方程等价. 
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